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ΘΕΜΑ 1. [Β] 
 
Δίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί 1 3 10z i    και 2 3 10z i    για τους 
οποίους ισχύει 1 2 1 2z z z z   , όπου , ,      με 0    
Θεωρούμε επίσης τη συνάρτηση   7 55 4 3f x x x x   , x     
 
Β1.  Να αποδείξετε ότι  2

1 2100 9 Re 0z z     
 
Β2.  Να αποδείξετε ότι οι εικόνες των μιγαδικών 1z  και 2z  δεν είναι ση-

μεία των αξόνων του μιγαδικού επιπέδου και ότι οι διανυσματικές 
τους ακτίνες τέμνονται κάθετα. 

 
Β3.  Να αποδείξετε ότι ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση 1f   της f  και   
       να λύσετε την εξίσωση  1 0f x   
 

Β4.  Να αποδείξετε ότι αριθμοί 1
1

2

zw
z

  και 2
2

1

zw
z

  είναι φανταστικοί 

       με    
1 2 2

30Im
9 100

w   
 





 και    

2 2 2

30Im
9 100

w   
 

 



       

 
Β5.  Αν    , να αποδείξετε ότι στο μιγαδικό επίπεδο οι εικόνες των    
       αριθμών 1w  και 2w  ισαπέχουν από την εικόνα του αριθμού -1 
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Ενδεικτικές λύσεις  
 
Β1. Με άμεση αντικατάσταση των 1 3 10z i    και 2 3 10z i    στην 
υπόθεση 1 2 1 2z z z z    και εφαρμόζοντας τον ορισμό του μέτρου μιγα-
δικού αριθμού καταλήγουμε στο ζητούμενο 2100 9 0    
Είναι    2

1 2 100 9 30z z i        , οπότε και  1 2Re 0z z     
 
Σχόλιο 
Ξεκινώντας από την υπόθεση 1 2 1 2z z z z   , τετραγωνίζοντας τα μέλη 
της, και εφαρμόζοντας γνωστές ιδιότητες των μιγαδικών αριθμών καταλή-
γουμε πάλι (με άλλο τρόπο) στη σχέση  1 2Re 0z z   

 

Β2. Από το Β1 παίρνουμε 2100
9

    και καθώς δίνεται 0   προκύ-

πτει 0   και 0   Οπότε οι εικόνες των 1z  και 2z  δεν είναι σημεία των 
αξόνων του μιγαδικού επιπέδου.  
Έστω   και   οι εικόνες των 1z  και 2z  αντιστοίχως στο μιγαδικό επίπε-
δο. Τότε για τις διανυσματικές ακτίνες των 1z  και 2z  έχουμε:  

 3 ,10  


,  3 ,10  


 και επομένως 29 100     
 

   
Και λόγω του Β1 παίρνουμε 0   

 
  

Από την ισότητα 0   
 

προκύπτει ότι οι διανυσματικές ακτίνες 


 
και 


 είναι κάθετες (ιδιότητα του εσωτερικού γινομένου διανυσμάτων). 

 
Μια άλλη γεωμετρική προσέγγιση  
Αν 


 είναι η διανυσματική ακτίνα του αθροίσματος 1 2z z , τότε, καθώς 

το   είναι παραλληλόγραμμο, η υπόθεση 1 2 1 2z z z z    εκφράζει 
ότι οι διαγώνιές του είναι ίσες. Οπότε το   είναι ορθογώνιο παραλ-
ληλόγραμμο, και επομένως οι διανυσματικές ακτίνες 


 και 


 τέμνο-

νται κάθετα.          
 
Β3.   7 55 4 3f x x x x   , x    
και   6 435 20 3f x x x     , x    
Είναι   0f x   αφού για κάθε x    ισχύουν 635 0x  , 420 0x   και 

3 0  , καθώς από το Β1 προκύπτει 2100 0
9

     εφόσον 0    

Επομένως η συνάρτηση f  είναι γνησίως αύξουσα, άρα 1-1 και συνεπώς η 
f  αντιστρέφεται. 
Είναι    7 5 6 40 5 4 3 0 5 4 3 0 0f x x x x x x x x            , 

καθώς 6 45 4 3 0x x    . Άρα μοναδική ρίζα της εξίσωσης   0f x   εί-
ναι η 0x   
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Ισχύουν οι ισοδυναμίες    1 0 0 0f x x f x      . Δηλαδή η εξίσωση 
 1 0f x   έχει μοναδική λύση την 0x      

                          
      Β4. Από το ερώτημα Β1 έχουμε  1 2Re 0z z  , οπότε ο αριθμός 1 2z z  είναι 

φανταστικός. Και ανάλογα προκύπτει ότι και ο αριθμός 2 1z z  είναι επίσης 
φανταστικός. 
Με αυτές τις σκέψεις, για το Β4 έχουμε: 

 1 1 2
1 1 22

2 2 2 2

1z z zw z z
z z z z

    , που είναι φανταστικός αριθμός κ.τ.λ. 

 
Σχόλια 
Δίνουμε δυο ακόμη τρόπους λύσης του Β4:  

1. 1 1
1 2 1 2 2 2

2 2

1 1z zz z z z z z
z z

   
         

   
 

                         2 1 2 11 1z w z w     
                         1 11 1w w     
                      1 1... w w    κ.τ.λ. 
 
2. Με άμεση αντικατάσταση των 1 3 10z i    και 2 3 10z i    στη 

σχέση 1 1 2
1

2 2 2

z z zw
z z z

   και παίρνοντας υπόψη ότι 2100 9 0    βρίσκου-

με πάλι ότι ο αριθμός 1w  είναι φανταστικός με    
1 2 2

30Im
9 100

w   
 





 

κ.τ.λ. 
 
Β5. Καταρχάς με     προκύπτει 1 2w w   οπότε και 1 2 2w w w    
Οι εικόνες των 1w  και 2w  θα ισαπέχουν από την εικόνα του 1  αν αποδεί-
ξουμε ότι    1 21 1w w       κ.τ.λ. 
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ΘΕΜΑ 2. 
 
Έστω οι μιγαδικοί αριθμοί z i    και w i    με 0   και    
οι οποίοι ικανοποιούν τη σχέση: z w z w     
Θεωρούμε επίσης συνάρτηση f  με πεδίο ορισμού  ,    και σύνολο 
τιμών    ,f     η οποία είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  .  
 
Α.  Να αποδείξετε ότι: 
 
α.  Ο αριθμός  zw  είναι φανταστικός και 2 0    
                                                                              

β.  Η εξίσωση     3 0x f x f
x x

 
 

 
  

 
έχει δύο ακριβώς ρίζες οι οποίες         

    ανήκουν στο διάστημα  ,   και είναι ετερόσημες.   
                                                                               

Β.  Αν  
3 2

2

x x
xg x

x

  



 
 , να βρείτε το  lim

x
g x


 

     όπου τα ,   όπως ορίσθηκαν παραπάνω.      
      
 
ΘΕΜΑ 3. 
 
Έστω συνεχής και γνησίως μονότονη συνάρτηση :f    τέτοια, ώστε: 

       2 2 1f x f f x x x     για κάθε x     
   2 1f    
   1f k           

                                                                              
α. Να αποδείξετε ότι 2k   
 
β. Να βρείτε το είδος μονοτονίας της f  
 
γ. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  f x x  έχει μία ακριβώς ρίζα στο διά-
στημα  1, 2  
 

δ. Αν  0 0f x x , να αποδείξετε ότι 0
1
2

x   

 
ε. Αν υποθέσουμε ότι η f  είναι παραγωγίσιμη, να αποδείξετε ότι υπάρ-
χουν δύο τουλάχιστον  1 2, 1, 2     τέτοια, ώστε    1 2f f     
 
 
 



Δ. ΝΤΡΙΖΟΣ – ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ  
ΓΙΑ ΜΙΑ ΕΠΑΝΑΛΗΨΗ ΒΑΣΙΚΩΝ ΓΝΩΣΕΩΝ ΣΤΗΝ ΤΑΞΗ 

 5 

ΘΕΜΑ 4. 

Δίνεται η συνάρτηση f  με τύπο  
2

x
xf x
e

  

 
α. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f , να μελετήσετε τη μονο-

τονία της και να βρείτε τα ακρότατα. 
 
β.  Να αποδείξετε ότι   24f x e   για κάθε  0,x      
                                                                                   
γ.  Να βρείτε το σύνολο τιμών της f  
                                                                    
δ.  Να μελετήσετε την f  ως προς την κυρτότητα και να βρείτε τα σημεία 

καμπής. 
 
ε.  Να υπολογίσετε το εμβαδόν     του χωρίου που περικλείεται από τη 

γραφική παράσταση της f , τους άξονες των x  και y  και την ευθεία 
x  , όπου  0,           

 
ΘΕΜΑ 5.                                                                                                                     

Δίνεται η συνάρτηση f  με τύπο  
2

ln
xf x
x

  

 
α.  Να  βρείτε το πεδίο ορισμού της f , να μελετήσετε τη μονοτονία της   

και να βρείτε τα ακρότατα. 
                                                                                  
β.  Να βρείτε: 
      
  i. τo σύνολο τιμών της f  
     
 ii. τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης fC  της συνάρτησης f   
    
iii. την εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο   ,M e f e  της fC   
 
γ.  Αν ,     με  0 1    , να αποδείξετε ότι: 

2 2    
 
ΘΕΜΑ 6.  
 
Δίνεται η συνάρτηση      ln 1 1 lnf x x x x x       με 0x   
Να αποδείξετε ότι: 
 
α.  για κάθε 0x   ισχύει   ln 1 ln 1 0x x x x        
 
β.  η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα  0,   
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ΘΕΜΑ 7. 
 
Έστω συνάρτηση f  η οποία είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα   1, 7   
Αν η f  είναι κυρτή στο  1, 7  και    1 7 0f f  , τότε: 
 
α. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ακριβώς ένα σημείο της γραφικής παρά- 

στασης της f  με τετμημένη  0 1, 7x  , στο οποίο ορίζεται εφαπτομένη 
παράλληλη στον άξονα x x  

 
β.  Να μελετήσετε την f  ως προς την μονοτονία στο διάστημα  1, 7  
 
γ.  Να αποδείξετε ότι για κάθε  1, 7x   ισχύει   0f x   
 
δ.  Αν  1 1, 7x   να αποδείξετε ότι        1 1 1f x f x x x f x     για κάθε  
     1, 7x        
 
ΘΕΜΑ 8. 
 
Έστω παραγωγίσιμη συνάρτηση :f    τέτοια, ώστε: 

      1 xe f x f x    για κάθε x    και 
  0 1f   

α.  Να αποδείξετε ότι   2
1

x

x
ef x
e




 για κάθε x    

 
β.  Να μελετήσετε την f  ως προς τη μονοτονία και να αποδείξετε ότι  
     0 2f x   για κάθε x    
 
γ.  Να μελετήσετε την f  ως προς την κυρτότητα και να αποδείξετε ότι η   
    γραφική παράσταση fC  έχει μοναδικό σημείο καμπής το  0,1  
 
δ.  Αν   , f   και   , f    , όπου 0  , είναι σημεία της fC , 

να αποδείξετε ότι:                    
  
 i. Οι εφαπτόμενες της fC  στα   και   είναι παράλληλες. 
 
ii. Το σημείο καμπής   της fC  είναι μέσο του ευθ. τμήματος   
 
ε.  Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την fC , 
    τους άξονες των x  και y  και την ευθεία 1x   
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ΘΕΜΑ 9. [Γ] 
 
Δίνεται η συνάρτηση    2ln 1f x x x      , x    και ,     
με 0     
 
Γ1.  Να μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τη συνάρτηση f   
 
 
Γ2.  Να λύσετε την εξίσωση: 

                 2
2

4

25 60 36 1
5 6 ln 0

1
x x

x x
x

 
  

     


     

 
Γ3.  Να αποδείξετε ότι η f  έχει δύο σημεία καμπής και ότι οι εφαπτόμε-
νες της γραφικής παράστασης της f στα σημεία καμπής της τέμνονται σε 
σημείο του άξονα y y  με αρνητική τεταγμένη. 
 

Γ4.  Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  
1

1

I x f x dx


   

 
ΘΕΜΑ 10. 
 
Έστω συνάρτηση f  συνεχής στο   και συνάρτηση g  τέτοιες, ώστε για 
κάθε x    να ισχύει:  

    2

1

0
x

g x x k x xf t dt     , όπου k  πραγματικός αριθμός. 

Να αποδείξετε ότι: 
  

α.    
1

0

f t dt k  

                                                                   
β.  Αν G  είναι μία παράγουσα της f  στο  , τότε υπάρχει ένα τουλάχι-
στον  0,1   τέτοιο, ώστε      1 0f G G k     
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ΘΕΜΑ 11. 
 
α. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση   lnf x x x   είναι 1 1  
 
β. Αν η παραγωγίσιμη στο   συνάρτηση g  ικανοποιεί για κάθε x    τις 

σχέσεις:    0g x   και    
 0

11
1

x teg x g t dt
g t


  
 , τότε: 

  
i. Να αποδείξετε ότι    ln xg x g x x e    για κάθε x    
 
ii. Να βρείτε τον τύπο της g 
 
ΘΕΜΑ 12. [Δ] 
 
Έστω η συνάρτηση :f    η οποία είναι τρεις φορές παραγωγίσιμη, 
για την οποία ισχύουν:    

    
0

lim 1 0
x

f x f
x

   

      0 1 0f f f     
  0 0f    για κάθε x    

 
Δ.1  Να βρείτε την εφαπτομένη της fC  στο σημείο της με τετμημένη 

0 0x   
 
Δ.2  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f  είναι κυρτή. 
 
Δ.3  Αν επιπλέον    g x f x x  , x   , να αποδείξετε ότι: 
         
       α. η συνάρτηση g  έχει ολικό ελάχιστο. 
         

       β. 
 0

lim
x

x
xg x



    

Δ.4  Να αποδείξετε ότι  
2

0

2f x dx   

 
Δ.5  Αν το εμβαδόν   του χωρίου που περικλείεται από την gC , τον άξονα 

x x  και τις ευθείες με εξισώσεις 0x   και 1x   είναι 5
2

e   , τότε: 

      α. να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  
1

0

f x dx  

      β. να αποδείξετε ότι υπάρχει  1, 2   τέτοιο, ώστε  
0

2f t dt


  
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